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&sect;1. RA&Iacute;CES COMPLEJAS
El objetivo principal de esta secci&oacute;n es probar el teorema fundamental
del &Aacute;lgebra:
Proposici&oacute;n 1.1 (d’Alambert-Gauss).—Todo polinomio de grado mayor o
igual que 1 con coeficientes complejos tiene alguna ra&iacute;z compleja (i.e. en ).
La demostraci&oacute;n de 1.1 se basar&aacute; en las construcciones generales sobre
polinomios del cap&iacute;tulo III. Sin embargo, es imprescindible utilizar la completitud para el orden de los n&uacute;meros reales. M&aacute;s exactamente la siguiente
consecuencia de esa propiedad.
Proposici&oacute;n 1.2 (Bolzano).—Sean a &lt; b n&uacute;meros reales y f: [a, b] → una
funci&oacute;n continua tal que f(a)f(b) &lt; 0. Entonces existe c ∈ [a, b] tal que f(c) = 0.
Demostraci&oacute;n.—Supondremos f(a) &lt; 0 (el otro caso es an&aacute;logo). Sea
M = {t ∈ [a, b] : f (t ) &lt; 0} ⊂ .
Se trata de un conjunto acotado (por a y b) y no vac&iacute;o; por tanto, por la completitud de existe
c = sup M ∈ [a, b].
Afirmamos que f(c) = 0.
En efecto, en primer lugar, por la definici&oacute;n de supremo, existe una sucesi&oacute;n de n&uacute;meros reales cn ∈ M, n 1, tal que
c = l&iacute;m cn.
n→∞
Pero cn ∈ M significa f(cn) &lt; 0, luego por ser f continua:
(*)
f ( c) = l&iacute;m f ( cn ) 0.
n→∞
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En particular, c &lt; b, pues f(b) &gt; 0, y para n suficientemente grande, digamos
n n0 se tiene
cn′ = c +
1
&lt; b.
n
Ahora bien, c′n &gt; c, luego c′n ∉ M, y por tanto, f(c′n) 0. De nuevo por ser f
continua, y como l&iacute;m cn′ = c, es:
n→∞
f ( c) = l&iacute;m f ( cn′ ) 0.
(**)
n→∞
De (*) y (**) resulta f(c) = 0.
Del anterior teorema resulta inmediatamente una propiedad de sobra
conocida de los n&uacute;meros reales:
(1.3) Todo n&uacute;mero real positivo tiene ra&iacute;z cuadrada positiva.
En efecto, si a ∈ , a &gt; 0, consideramos la funci&oacute;n continua
f : → : t a t2 − a.
Se tiene f(0) = –a &lt; 0, y
f ( a + 1) = ( a + 1)2 − a = a2 + a + 1 &gt; 0,
luego aplicando 1.2 a f|[0, a + 1] encontramos c &gt; 0 con f(c) = 0, i.e. c2 = a.
La observaci&oacute;n anterior permite ya resolver en cualquier ecuaci&oacute;n de
grado 2:
Lema 1.4.—Todo polinomio de segundo grado
f (T ) = a0T 2 + a1T + a2 ;
a0 ≠ 0,
con coeficientes complejos se factoriza en la forma:
f (T ) = a0 (T − x1 )(T − x2 ),
con x1, x2 ∈ .
Demostraci&oacute;n.—Basta ver que f tiene alguna ra&iacute;z x1 ∈ , pues entonces
f = (T − x1 ) g,
g = aT + b ∈ [T ],
a ≠ 0.
Necesariamente a = a0 y poniendo x2 = –b/a queda la factorizaci&oacute;n del enunciado.
Esto dicho, supongamos que existe z = x + yi,
z2 = ∆( f ) = a12 − 4a0 a2
x, y ∈ , con
(cf. IV.2.14.3).
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⎛ − a + z⎞
Se comprueba inmediatamente que f ⎜ 1
⎟ = 0, luego podr&iacute;amos tomar
⎝ 2a0 ⎠
(1.4.1)
x1 =
− a1 + z
.
2a0
Por supuesto, esto no es otra cosa que el c&aacute;lculo cl&aacute;sico de las ra&iacute;ces de
una ecuaci&oacute;n de segundo grado. De lo que se trata es de justificar rigurosamente que tal soluci&oacute;n existe siempre para coeficientes complejos.
As&iacute;, nuestro problema se reduce a buscar z. Pongamos ∆(f) = a + bi, con
a, b ∈ . Deber&aacute; ser:
a + bi = z2 ,
y si b = 0, en virtud de 1.3 existen:
z= + a
si
a0
z = ( + − a )i si
a&lt;0
y hemos terminado. Supondremos, pues, b ≠ 0. Buscamos x, y ∈ tales que
a + bi = z2 = ( x + yi)2 = x2 − y2 + 2 xyi,
esto es,
2
2
⎪⎧a = x − y
.
⎨
⎪⎩b = 2 xy
Es claro que si encontramos x ≠ 0 tal que
(*)
a = x2 − ( b / 2 x)2 ,
entonces z = x + yi = x + (b/2x)i resuelve la ecuaci&oacute;n. Pero (*) equivale, quitando denominadores, a
(**)
4 x 4 − 4ax2 − b2 = 0,
y se comprueba inmediatamente que si
x2 =
a + a2 + b2
,
2
entonces x cumple (**). Pero el numerador de la &uacute;ltima fracci&oacute;n es &gt; 0, pues
como b ≠ 0:
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a2 + b2 &gt; a2 =a − a.
En consecuencia, 1.3 proporciona el x ≠ 0 buscado.
Como se ha visto en la demostraci&oacute;n anterior, la resoluci&oacute;n de la ecuaci&oacute;n
compleja se ha podido reducir a una real, y entonces utilizar 1.3 que es una
propiedad especial de , que en no tiene significado al involucrar la ordenaci&oacute;n de los n&uacute;meros reales. Este proceso es, en cierta medida, generalizable.
(1.5) Conjugaci&oacute;n de polinomios.—La conjugaci&oacute;n de n&uacute;meros complejos
→ : z = x + yi a z = x − yi
es un isomorfismo de cuerpos y, por tanto, se extiende a un isomorfismo del
anillo de polinomios:
[T ] → [T ] : f = a0T p + … + a p a f = a0T p + … + a p ,
seg&uacute;n se vio en el caso general (III.1.4). Es evidente que
f = f,
y tambi&eacute;n que
(1.5.1) f ∈ [T ] si y s&oacute;lo si f = f .
De esto se deduce:
(1.5.2) f ⋅ f ∈ [T ] para todo f ∈ [T ].
En efecto, se tiene:
f ⋅f = f ⋅f = f ⋅f = f ⋅f
y por 1.5.1, f ⋅ f ∈[T ]. Obs&eacute;rvese que la primera de las igualdades anteriores es v&aacute;lida por ser f a f homomorfismo de anillos.
Respecto de las ra&iacute;ces se tiene la siguiente propiedad, tambi&eacute;n inmediata,
pero que pronto ser&aacute; &uacute;til:
(1.5.3) z ∈ es ra&iacute;z de f si y s&oacute;lo si z es ra&iacute;z de f .
En efecto, se tiene:
f ( z) = a0 z p + … + a p = a0 ( z ) p + … + a p = a0 ( z ) p + … + a p = f ( z ),
lo que implica 1.5.3.
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(1.6) Reducci&oacute;n de 1.1 al caso de polinomios con coeficientes reales.—Afirmamos que para probar el teorema 1.1 basta demostrar:
(1.6.1) Todo polinomio g ∈ [T] de grado mayor o igual que 1 tiene alguna
ra&iacute;z en .
En efecto, asumamos 1.6.1 y sea f ∈ [T]. Entonces g = f ⎯
&middot; f ∈ [T] tiene
alguna ra&iacute;z z ∈ , esto es:
0 = g( z) = f ( z) f ( z).
Si f(z) = 0, z es ra&iacute;z de f. Si f(z) ≠ 0, entonces z es ra&iacute;z de⎯ f y por 1.5.3⎯ z es ra&iacute;z
de f. En todo caso, f tiene alguna ra&iacute;z en .
(1.7) Demostraci&oacute;n de 1.6.1 (y, por tanto, del teorema fundamental del &Aacute;lgebra).—Pongamos ∂g = q = 2nm, con n 0 y m impar. Procederemos por inducci&oacute;n sobre n.
Para n = 0 es ∂g = m impar, y g tiene incluso ra&iacute;ces reales:
(1.7.1) Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene alguna
ra&iacute;z real.
En efecto, &eacute;sta es una consecuencia del teorema de Bolzano. Tendremos
g = c0T m + c1T m−1 + … + cm ,
c0 ≠ 0,
y elegimos t0 ∈ con
t0 &gt; 1 +
c1
c
+…+ m
c0
c0
de modo que se verifica
c0t0m g(t0 ) &gt; 0.
(*)
Efectivamente, en primer lugar
c0 t0m g(t0 ) = c0 t0m ( c0 t0m + c1t0m −1 + … + cm ) =
⎛
c
cm ⎞
= c02 t02 m −1 ⎜ t0 + 1 + … +
⎟.
c
c0 t0m −1 ⎠
⎝
0
Ahora observamos que como |t0| &gt; 1, es |t0k| |t0| para k 1, luego
ck
c
1
c 1
c
= k ⋅ k−1 k ⋅ k , con k 2.
k −1
c0 t0 c0 t0
c0
c0t0
198
ANILLOS Y CUERPOS CONMUTATIVOS
As&iacute;:
c1
c
c
cm
c
c
+ … + mm−1 1 + … +
1 + … + m &lt; t0 m−1
c0
c0
c0
c0
c0t0
c0t0
y en consecuencia,
α = t0 +
c1
c
+ … + mm−1 ≠ 0 tiene el signo de t0 , esto es, t0 ⋅ α &gt; 0.
c0
c0t0
En fin:
c0t0m g(t0 ) = c02t02 m−1α = c02t02 (m−1) (t0α ) &gt; 0.
Ahora aplicamos (*) con un t0 = η &gt; 0 y resulta
c0η m g(η ) &gt; 0,
y tambi&eacute;n con t0 = –η, pues |–η| = |η|, y resulta
c0 ( −η )m g( −η ) &gt; 0.
En consecuencia:
c0 g(η) &gt; 0 ;
c0 g(−η) &lt; 0 (m es impar),
luego
g(η ) g( −η ) &lt; 0,
y aplicando el teorema de Bolzano (1.2) a la funci&oacute;n
[−η, η] → : t a g(t ),
concluimos que existe c ∈ [–η, η] con g(c) = 0, esto es, existe alguna ra&iacute;z real
c de g.
As&iacute; queda probado el caso n = 0. Supondremos pues, n &gt; 0, y v&aacute;lida la
hip&oacute;tesis de inducci&oacute;n, que se formula del modo siguiente.
(1.7.2) Si h ∈ [T] tiene grado ∂h = 2n–1m′ con m′ impar, entonces h tiene
alguna ra&iacute;z compleja.
Veamos, en fin, que g tambi&eacute;n tiene ra&iacute;ces en . En primer lugar, elegimos un cuerpo L ⊃ tal que
g = c0 (T − x1 )… (T − xq ),
c0 , x1 , … , xq ∈ L,
c0 ≠ 0.
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(tal cuerpo existe seg&uacute;n se prob&oacute; ya en III.2.13). Como g ∈ [T], necesariamente c0 ∈ .
Sean X1, …, Xq nuevas indeterminadas, y para cada entero s 1 se considera el polinomio
fs =
∏ (T + sX k X l − X k − X l ) ∈ [T ][ X1 , …, X q ].
k&lt;l
Es claramente sim&eacute;trico en X1, …, Xq, luego por IV.1.3:
f s ( X1 , … , X q , T ) = gs (u1 , … , uq , T ),
gs ∈ [T ][U1 , … , Uq ].
siendo u1, …, uq las formas sim&eacute;tricas elementales en X1, …, Xq. Resulta que
hs = f s ( x1 , … , xq , T ) = gs (u1 ( x1 , … , xq ), … , uq ( x1 , … , xq ), T )
es un polinomio de [T], puesto que
–u1 ( x1 , … , xq ) ⋅ c0 , … , ( −1) q uq ( x1 , … , xq ) ⋅ c0
son los coeficientes de g ∈ [T] (IV.1.9) y 0 ≠ c0 ∈ .
Ahora bien:
fs ( x1 , …, xq , T ) =
∏
1≤k&lt;l≤q
(T + sxk xl − xk − xl )
⎛ q⎞ q( q − 1)
= 2 n−1 (2 n m − 1)m = 2 n−1 m′, siendo
tiene grado ⎜ ⎟ =
2
⎝ 2⎠
m′ = (2 n m − 1)m
impar, ya que n &gt; 0. Por tanto, por la hip&oacute;tesis de inducci&oacute;n con h = hs, alguna de las ra&iacute;ces de hs, est&aacute; en . Pero esas ra&iacute;ces son
−( sxk xl − xk − xl ) ,
k &lt; l,
luego existe alg&uacute;n par (k, l) con
ys = sxk xl − xk − xl ∈ .
Como hay una cantidad finita de pares (k, l) posibles y una cantidad infinita de enteros s 1, necesariamente existen enteros distintos s, s′ a los que
corresponde el mismo par (k, l), esto es:
ys = sxk xl − xk − xl ∈ ys′ = s ′xk xl − xk − xl ∈ .
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Deducimos
xk + xl =
xk xl =
s ′ys − sys′
∈
s − s′
ys − ys′
∈ .
s − s′
Esto significa que xk y xl son las ra&iacute;ces del polinomio de segundo grado:
T 2 − ( xk + xl )T + xk xl ∈ [T ],
luego en virtud del lema 1.4, xk y xl ∈ . Esto es, g tiene al menos las ra&iacute;ces xk
y xl en .
La demostraci&oacute;n de 1.6.1 ha terminado, y con ella la de 1.1.
Corolario 1.8.—Todo polinomio f ∈ [T] de grado p 1 factoriza en la forma
f = a0 (T − x1 )… (T − x p )
a0 , x1 , … , x p ∈ , a0 ≠ 0.
Demostraci&oacute;n.—Por inducci&oacute;n sobre p. Si p = 1, es inmediato. Supong&aacute;moslo probado para grado p – 1 con p &gt; 1. Por el teorema 1.1, existe x1 ∈ con
f(x1) = 0, luego por la regla de Ruffini:
f = (T − x1 ) g,
g ∈ [T ].
Necesariamente ∂g = p – 1, luego por hip&oacute;tesis de inducci&oacute;n
g = a0 (T − x2 )… (T − x p ),
a0 , x2 , … , x p ∈ ,
y por tanto,
f = a0 (T − x1 )(T − x2 )… (T − x p ).
Corolario 1.9.—Sea f ∈ [T] un polinomio de grado p 1. La factorizaci&oacute;n
de f en [T] es de la forma:
f =c
∏
1≤k≤r
(T − zk )
∏
1≤l≤s
((T − xl )2 + yl2 ),
siendo c, zk, xl, yl ∈ , c ≠ 0, yl ≠ 0.
Demostraci&oacute;n.—Procederemos, una vez m&aacute;s, por inducci&oacute;n sobre p, siendo el
caso p = 1 trivial. Sea, pues, p &gt; 1. Por el teorema fundamental 1.1 existe z ∈ tal que f(z) = 0, y dos casos son posibles:
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— Si z ∈ , entonces f = (T – z)g, siendo g un polinomio con coeficientes
reales, de grado p – 1. Aplicando la hip&oacute;tesis de inducci&oacute;n a g resulta la factorizaci&oacute;n deseada.
— Si z = x + yi ∉ , esto es, y ≠ 0, entonces⎯ z = x – yi ≠ z. Adem&aacute;s⎯ z es ra&iacute;z
de⎯ f = f (1.5.3 y 1.5.1). En consecuencia, T – z y T –⎯ z dividen a f, y por tanto,
su producto tambi&eacute;n. Ese producto es:
h = (T − z)(T − z ) = T 2 − ( z + z )T + zz =
= T 2 − 2 xT + x 2 + y2 = (T − x)2 + y2 ∈[T ],
luego
f = ((T − x)2 + y2 ) g = hg,
g ∈ [T ], ∂g = p − 2.
Ahora bien, puesto que f, h ∈ [T] se tiene
gh = f = f = gh = g ⋅ h = gh,
y como h ≠ 0, es g =⎯ g, luego tambi&eacute;n g ∈ [T] (1.5.1). Podemos, pues, aplicar
la hip&oacute;tesis de inducci&oacute;n a g, y obtenemos la factorizaci&oacute;n deseada.
(1.10) Observaci&oacute;n.—La factorizaci&oacute;n de 1.9 es ciertamente la factorizaci&oacute;n
de f en factores irreducibles. En efecto, se trata de ver que los factores que ah&iacute;
aparecen son irreducibles en [T]. Pero
• h = T – z, z ∈ , es irreducible, pues es lineal.
• h = (T – x)2 + y2, x, y ∈ , y ≠ 0, es irreducible, pues tiene grado 2 3 y
ninguna ra&iacute;z es real (cf. III.3.4): sus ra&iacute;ces son x &plusmn; yi ∉ , ya que y ≠ 0.
El corolario 1.9 nos dice simplemente que las ra&iacute;ces de un polinomio con
coeficientes reales se distribuyen en: reales y no reales, estas &uacute;ltimas complejas dos a dos conjugadas. Por supuesto, puede haber s&oacute;lo un tipo de ra&iacute;ces:
T 2 + 1 = (T − i)(T + i) ;
T 2 − 3T + 2 = (T − 2)(T − 1).
Ya hemos se&ntilde;alado que en todo lo anterior se precisa el teorema de Bolzano 1.2, que tiene &iacute;ndole topol&oacute;gica. Resaltamos, sin embargo, que s&oacute;lo se
precisa dicho teorema para probar 1.3 y 1.7.1, y que en esos dos momentos se
utiliza solamente para funciones polinomiales. Veamos ahora c&oacute;mo se cierra
el c&iacute;rculo, deduciendo la versi&oacute;n de 1.2 para funciones polinomiales a partir
del teorema fundamental 1.1, o m&aacute;s exactamente, de su corolario 1.9.
Si f ∈ [T], a &lt; b y f(a) f(b) &lt; 0 entonces f tiene alguna ra&iacute;z en [a, b]. Factorizamos f como en 1.9 y observamos que al evaluar en t ∈ [a, b] los factores
de grado 2 son siempre &gt; 0, ya que
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