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Ense&ntilde;anza
ENSE&Ntilde;ANZA Y DIVULGACI&Oacute;N DE
LAS CIENCIAS
&iquest;POR QU&Eacute; EL CONCEPTO DE FUNCI&Oacute;N
GENERA DIFICULTAD EN EL ESTUDIANTE?
INTRODUCCI&Oacute;N
Todas las ciencias matem&aacute;ticas se basan en las
relaciones entre las leyes f&iacute;sicas y las leyes de los
n&uacute;meros, por lo que el objetivo de la ciencia exacta es reducir los problemas de la naturaleza a la
determinaci&oacute;n de las cantidades mediante operaciones con n&uacute;meros [1].
Quiz&aacute;s pocas frases como &eacute;sta contengan la variedad
de t&eacute;rminos significativos y relevantes de la Matem&aacute;tica.
Destacamos los t&eacute;rminos ciencia, naturaleza, f&iacute;sica y
matem&aacute;tica como marco de referencia del trabajo intelectual humano. Los t&eacute;rminos relaci&oacute;n, ley, n&uacute;meros,
operaci&oacute;n y cantidad como objetos b&aacute;sicos definidos en
el marco matem&aacute;tico. Los t&eacute;rminos problema, determinaci&oacute;n y reducci&oacute;n como constructos matem&aacute;ticos en los
que se manipulan objetos b&aacute;sicos.
Disponer de una bonita frase no explica la raz&oacute;n b&aacute;sica por la cual los autores decidieron escribir este art&iacute;culo. Por ello, el lector debe permitirnos unos p&aacute;rrafos
de justificaci&oacute;n donde el elemento conductor emerge de
las palabras ley y relaci&oacute;n mencionadas. No pretendemos
tratar los t&eacute;rminos en extensi&oacute;n, pero s&iacute; queremos ahondar algo en cierto tipo de relaci&oacute;n y de ley; nos referimos
al concepto de funci&oacute;n.
Este trabajo surge de la colaboraci&oacute;n de m&aacute;s de diez
a&ntilde;os entre UNED y CINVESTAV en materia de Ense&ntilde;anza del C&aacute;lculo, que se ejemplifica en la colaboraci&oacute;n de
los autores en marcos como:
––Encuentros Internacionales de la Ense&ntilde;anza del
C&aacute;lculo. El pr&oacute;ximo ser&aacute; el noveno encuentro.
––Revista de la Ense&ntilde;anza del C&aacute;lculo. Revista de crecimiento en el contexto matem&aacute;tico educativo
mexicano.
––Seminarios de la Ense&ntilde;anza del C&aacute;lculo. Son encuentros internacionales quincenales con conexi&oacute;n
mediante videoconferencia, desarrollados durante
m&aacute;s de cinco cursos.
El lector puede hacerse la pregunta fundamental: &iquest;Es
de verdad dif&iacute;cil de comprender el concepto matem&aacute;tico
de funci&oacute;n? Para responder a esta pregunta, Artigue [2]
propone que nada mejor que realizar un an&aacute;lisis epistemol&oacute;gico, lo que permitir&iacute;a al profesor tomar conciencia
de la distancia entre el saber acad&eacute;mico (saber sabio) y
el saber que se ense&ntilde;a (saber ense&ntilde;ando). Esto es, examinar la historia y el desarrollo del concepto a ense&ntilde;ar,
para dimensionar su verdadera complejidad. Sin duda, la
concepci&oacute;n del concepto de funci&oacute;n es importante en el
desarrollo acad&eacute;mico del estudiante.
Una vez realizado este an&aacute;lisis, la siguiente cuesti&oacute;n
es: &iquest;C&oacute;mo tratar el concepto de funci&oacute;n para promover
un aprendizaje en los estudiantes? Esperamos que la lectura del trabajo sugiera alg&uacute;n tipo de respuesta v&aacute;lida
del lector, pero debe saber que no es f&aacute;cil obtenerla. No
hablamos de conocer los procesos de manipulaci&oacute;n de
una funci&oacute;n, nos referimos al propio concepto.
El concepto de funci&oacute;n es de los primeros temas a
tratar en los libros de texto del An&aacute;lisis Matem&aacute;tico o
C&aacute;lculo y uno de los conceptos m&aacute;s analizados en la
investigaci&oacute;n educativa. En este trabajo no se intentan
emular a Nicol&aacute;s Maquiavelo con una propuesta de formaci&oacute;n al estudiante (Pr&iacute;ncipe), sin embargo, entendemos que su frase, en [1], “pocos ven lo que somos, pero
todos ven lo que aparentamos” podr&iacute;a ser dicha en una
conversaci&oacute;n entre funciones. Seg&uacute;n Maquiavelo: El cielo, el sol, los elementos, los hombres, han sido siempre
los mismos.
ESTUDIAR Y COMPRENDER LA FUNCI&Oacute;N
Las funciones no hablan, pero los profesores s&iacute; lo hacen.
De ah&iacute; que en The National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) (1989/1991) de EEUU [3, 4], se remarcara la importancia del concepto de funci&oacute;n. Queda
patente que se trata de un “concepto unificador en Matem&aacute;ticas” y que “el lenguaje del cambio y la causalidad
es expresado por el simbolismo de las funciones” [3].
Sin duda, el significado de funci&oacute;n para los profesores actuales es una consecuencia del trato hist&oacute;rico del
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concepto y del posicionamiento filos&oacute;fico que los matem&aacute;ticos impulsaron desde 1900, concerniente a los fundamentos de la Matem&aacute;tica. La cuesti&oacute;n controvertida
en 1900 era que se cuestionaban los fundamentos del
An&aacute;lisis hasta esa fecha. Adem&aacute;s, se quer&iacute;an precisar las
definiciones de los objetos matem&aacute;ticos, entre ellos, el
concepto de funci&oacute;n.
una perspectiva educativa, principalmente por aquello
que dec&iacute;a Borel para saber que el profesor y los estudiantes tratan el mismo concepto: el de funci&oacute;n.
Las razones por las cuales los estudiantes
Las
estudiantes tienen
tienen
dificultades con el concepto parecen centrarse en
dificultades
en
su complejidad
complejidady ygeneralidad,
generalidad,
ya que
presenta
su
ya que
presenta
mumuchas
facetas
y contiene
multiplicidad
de
chas
facetas
y contiene
unauna
multiplicidad
de rerepresentaciones…
presentaciones…
[5].[5].
Si un profesor intenta ense&ntilde;ar el concepto de funci&oacute;n, entonces usa alg&uacute;n registro de representaci&oacute;n semi&oacute;tica sobre el que visualiza dicho concepto; esto es,
est&aacute; obligado a clarificar el conjunto de signos empleados, la sintaxis usada para combinar esos signos y la
sem&aacute;ntica relativa a dicha sintaxis. El estudiante no necesariamente est&aacute; familiarizado con el lenguaje formal,
por lo que su presentaci&oacute;n puede acarrear un sobreesfuerzo para adquirir el conocimiento; por ello, se suele
mediar la ense&ntilde;anza con alg&uacute;n tipo de representaci&oacute;n
visual.
Preguntarnos sobre esas facetas y representaciones
parece interesante, por ello, una peque&ntilde;a muestra de libros conocidos de primeros cursos universitarios puede
mostrarnos el primer tratamiento que se le da al concepto de funci&oacute;n.
Para saber que el profesor y el estudiante hablan de
lo mismo, no hay m&aacute;s remedio que tratar las concepciones iniciales de estos. Nos centramos en cuatro concepciones, consecuencias de estudios anteriores y aprendizajes previos en gran medida, que pudieran ser distintas.
––Una funci&oacute;n de X a Y es una regla (o m&eacute;todo) para
asignar un (y s&oacute;lo un) elemento de Y a cada elemento de X, donde se aclara que, por lo general, X e Y
son conjuntos de n&uacute;meros reales [6].
1.Las creencias personales sobre los objetos de las
Matem&aacute;ticas. Una posici&oacute;n dispar sobre estas creencias: El profesor habla del valor de la funci&oacute;n para
un n&uacute;mero cualquiera, mientras que el estudiante
piensa en el valor de la funci&oacute;n para un n&uacute;mero
natural o entero. De alguna forma emerge que en
lugar de tratar con funciones, el estudiante est&aacute; inclinado a tratar con sucesiones, puesto que conoce
perfectamente c&oacute;mo determinar algunos t&eacute;rminos
de la sucesi&oacute;n.
Desde cierto punto de vista resulta interesante, referente a funci&oacute;n, la siguiente afirmaci&oacute;n:
––Una funci&oacute;n f de un conjunto D en un conjunto S es
una regla que asigna un &uacute;nico elemento f(x) de S a
cada uno de los elementos x de D [7].
––Una funci&oacute;n f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A exactamente un elemento,
llamado f(x), de un conjunto B. Adem&aacute;s, consideramos funciones para las cuales los conjuntos A y B
son conjuntos de n&uacute;meros reales [8].
––Sean X e Y dos conjuntos de n&uacute;meros reales. Una
funci&oacute;n real f de una variable real x de X a Y es una
correspondencia que asigna a cada n&uacute;mero x de X
exactamente un n&uacute;mero y de Y [9].
––Una relaci&oacute;n entre los conjuntos A y B se denomina
aplicaci&oacute;n, o funci&oacute;n, entre A y B si y s&oacute;lo si cualquier elemento del conjunto inicial A est&aacute; relacionado con un &uacute;nico elemento del conjunto final B [10,
11].
2.La creencia personal sobre el m&eacute;todo matem&aacute;tico.
Otra posici&oacute;n dis&iacute;mil sobre estas creencias: Las expresiones simb&oacute;licas de dos funciones f ( x=
) 2x − x y
gg s(fsdfs
x )= (x=x f−-1, permiten al profesor explicar la funci&oacute;n
f f&divide;f gf . Pero para el estudiante, este cociente de funciones no emerge como operaci&oacute;n funcional si no
que queda relegada a una divisi&oacute;n de polinomios
2 con el consecuente error en el
(bbvbnvbnvbnvbn,
( 2 x − 2 ) ( x − 1) =
plano fun-cional. En esencia, la disposici&oacute;n de unas
reglas algebraicas conocidas hace invisible el concepto de operaci&oacute;n de funciones.
d
s
––Una funci&oacute;n F es un conjunto de pares ordenados
(x, y) ninguno de los cuales tienen el mismo primer
elemento. Esto es, si (x, y) pertenece a F y (x, z) pertenece a F, entonces y=z [12].
3.Los conocimientos de los contenidos matem&aacute;ticos
previos. En descripci&oacute;n del cociente anterior queda
patente que si el estudiante no ha adquirido la divisi&oacute;n de polinomios, entonces dividir las funciones
carece de significado.
Nos parece adecuado abordar la necesidad de destacar las representaciones del concepto de funci&oacute;n desde
4.La capacidad de adaptaci&oacute;n pedag&oacute;gica que muestre
de forma contrastada. Una situaci&oacute;n observable: Se
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solicita al estudiante representar la gr&aacute;fica de una
f ( x=
funci&oacute;n af&iacute;nnnnnnnnnnnnnnnnnnn
) 3x + 2 una vez que el profesor
ya ha establecido que se trata de una recta. La existencia o no de tabla de valores con m&aacute;s de dos
puntos muestra si el estudiante asocia la gr&aacute;fica de
funci&oacute;n af&iacute;n con una recta o lo asocia a un proceso
final despu&eacute;s de calcular varios puntos de la gr&aacute;fica.
Los ejemplos aludidos son relativos a funciones reales de variable real, con las cuales un estudiante cient&iacute;fico-t&eacute;cnico est&aacute; en contacto desde la Ense&ntilde;anza Media.
No cabe la menor duda de que estos mismos factores
act&uacute;an intensamente cuando se tratan con otros tipos de
funciones; por ejemplo, funciones reales de variable vectorial real, funciones vectoriales de variable real o funciones vectoriales de variable vectorial real. No suele ser
f&aacute;cil para el estudiante evolucionar conceptualmente de
una &uacute;nica variable a varias. Se hace necesario familiarizar al estudiante con esos nuevos tipos de representaciones del concepto sin distorsionar el tipo de representaci&oacute;n de las funciones reales de variable real. Tampoco
podemos olvidar los distintos espacios de funciones de
los cuales es necesario disponer, con alg&uacute;n tipo de representaci&oacute;n, de funciones y de sus operaciones.
UNA INTRODUCCI&Oacute;N HIST&Oacute;RICA
Conviene hacer alguna breve aproximaci&oacute;n epistemol&oacute;gica al concepto de funci&oacute;n para fijar ideas, pues la funci&oacute;n es la base para desarrollar temas matem&aacute;ticos avanzados y permite modelar fen&oacute;menos f&iacute;sicos, qu&iacute;micos,
socioecon&oacute;micos y biol&oacute;gicos, entre otros.
El estudio de la funci&oacute;n es un contenido curricular
obligado desde la ense&ntilde;anza secundaria hasta la universitaria. Por ello, investigadores como Sierpinska [13] y
Sfard [14] analizaron los utilizados en las escuelas y
universidades en aquellos momentos y mostraron que se
ofrec&iacute;an versiones distintas del concepto que originan la
invisibilidad de algunas caracter&iacute;sticas notables del mismo. Por los contenidos indicados anteriormente en los
libros actuales, parece que la situaci&oacute;n no ha cambiado
mucho. Otros investigadores como Nicholas [15], Norman [16] y Goldenberg [17] presentaron un cat&aacute;logo de
dificultades y errores que prenden en el estudiante como
consecuencia de la utilizaci&oacute;n de esas diferentes versiones de funci&oacute;n. Se tiene que unas versiones facilitan
algunos aspectos de la funci&oacute;n, pero interfieren con el
desarrollo y comprensi&oacute;n de otros. V&eacute;anse Selden [18];
Dubinsky y Harel [19]; Norman [16].
Pedersen opinaba que en la civilizaci&oacute;n babil&oacute;nica se
ten&iacute;a un cierto “instinto de funcionalidad”, que est&aacute; presente en las tablas de c&aacute;lculos. Sin embargo, Youschkevitch afirma que no hay sentido alguno de funci&oacute;n en
esa matem&aacute;tica y que el pensamiento matem&aacute;tico de la
antig&uuml;edad no cre&oacute; una noci&oacute;n general de cantidad variable o de una funci&oacute;n [20].
Ya en el per&iacute;odo medieval latino se hizo alguna contribuci&oacute;n interesante de resaltar, pues a partir del siglo
XIII aparecieron con regularidad tratados sobre proporciones; trabajos versados sobre relaciones del tipo y=kxn,
donde n tiene un valor racional. Debe interpretarse que
esta teor&iacute;a de proporciones fue b&aacute;sica en todas las ciencias cuantitativas. Pi&eacute;nsese que Oresme trataba (con funciones) tasas de cambio que no eran constantes, generando gr&aacute;ficas constituidas por l&iacute;neas quebradas o
curvil&iacute;neas. La latitud de formas representa una larvaria
teor&iacute;a de funciones con la dependencia de una cantidad
variable sobre otra. Esto se hac&iacute;a sin disponer del lenguaje algebraico para expresar la ley de variaci&oacute;n o la
correspondencia funcional [21].
Gracias a la acumulaci&oacute;n de una secuencia de desarrollos matem&aacute;ticos entre 1450 y 1650 se fragu&oacute; la base
para que surgiera el concepto de funci&oacute;n, mostrando un
punto de vista din&aacute;mico y de naturaleza continua de la
relaci&oacute;n funcional, en oposici&oacute;n con cualquier visi&oacute;n
est&aacute;tica y naturaleza discreta que se quiera reconocer en
tiempos anteriores [22]. La palabra funci&oacute;n apareci&oacute; por
primera vez en manuscritos de Leibniz: Methodus tangentium inversa, seu de functionibus (1673). Con ella, se
designaba a un objeto geom&eacute;trico asociado con una curva. No se utilizaba para designar la relaci&oacute;n formal entre
la ordenada de un punto de una curva y su abscisa en el
sentido moderno. En este sentido debemos reconocer que
el c&aacute;lculo de Newton y Leibniz no fue un c&aacute;lculo de
funciones sino un conjunto de m&eacute;todos para resolver
problemas de curvas [22].
En 1718 Johan Bernoulli dio la primera definici&oacute;n
formal de funci&oacute;n [23]:
Por funci&oacute;n de una cantidad variable, denotamos
aqu&iacute; una cantidad construida de un modo u otro
con esta cantidad variable y constantes.
La notaci&oacute;n f(x) fue introducida por Clauriant y fue
muy utilizada por Euler alrededor del a&ntilde;o 1734 [21],
siendo &eacute;ste el primero en darle al concepto de funci&oacute;n
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un papel central y expl&iacute;cito en su obra Introduction in
Analysin Infinitorum:
Por funci&oacute;n de una cantidad variable denotamos
aqu&iacute; una expresi&oacute;n anal&iacute;tica construida de un
modo u otro con esta cantidad variable y n&uacute;meros
o constantes [23, p.72].
Esta soluci&oacute;n deb&iacute;a tener una expresi&oacute;n anal&iacute;tica, por
tanto dada por una f&oacute;rmula. Se trataba de una funci&oacute;n
impar, peri&oacute;dica y dos veces diferenciable, y &eacute;sas deber&iacute;an ser las &uacute;nicas soluciones posibles seg&uacute;n se cre&iacute;a.
Aunque Euler coincidi&oacute; con D’Alambert con la ecuaci&oacute;n,
&eacute;ste difiere en la interpretaci&oacute;n de la soluci&oacute;n.
Lagrange (1736-1813) restringe la noci&oacute;n de funci&oacute;n
de Euler, tratando con nuestras funciones anal&iacute;ticas, las
cuales est&aacute;n definidas por una serie de potencias en x.
Otra soluci&oacute;n del problema fue publicada por Daniel
Bernoulli (1755) empleando argumentos f&iacute;sicos y hechos
conocidos relativos a las vibraciones musicales.
Llamamos funci&oacute;n de una o varias cantidades a
toda expresi&oacute;n de c&aacute;lculo en la cual estas cantidades entran de cualquier manera, mezcladas o no,
con otras cantidades que consideramos como valores dados e invariables, mientras que las cantidades de la funci&oacute;n pueden recibir todos los valores
posibles. As&iacute;, en las funciones no consideramos
m&aacute;s que las cantidades que suponemos variables,
sin ninguna consideraci&oacute;n a las constantes que
pueden estar mezcladas [23, p. 73].
Podemos aplicar a nuestro objeto de estudio la frase
de Maquiavelo [1]:
La historia es la ciencia de los hombres, de los
hombres en el tiempo.
LA EVOLUCI&Oacute;N DEL CONCEPTO DE FUNCI&Oacute;N
Los conceptos matem&aacute;ticos actuales son parte de una
estructura l&oacute;gico-formal que se ha construido con el
tiempo. Por ello, los conceptos matem&aacute;ticos evolucionaron para acomodarse a la evoluci&oacute;n de la Matem&aacute;tica.
Pero la evoluci&oacute;n de &eacute;sta depende de los problemas a los
que se enfrenta.
Un problema de inter&eacute;s, para estudiar la evoluci&oacute;n
del concepto de funci&oacute;n, es el problema de la cuerda
vibrante. El problema consiste en encontrar una funci&oacute;n
que modele la forma de la cuerda en un cierto tiempo t.
Se trata de encontrar una funci&oacute;n que modele la posici&oacute;n de la cuerda en un cierto instante t. En esos tiempos, se postulaba que:
Si dos expresiones anal&iacute;ticas coincid&iacute;an en un intervalo, entonces ellas coincid&iacute;an dondequiera.
La soluci&oacute;n de D’Alembert (1749) es la soluci&oacute;n de la
ecuaci&oacute;n en derivadas parciales:
∂2 y
∂2 y
= a 2 2 ; y = y ( x, t )
2
∂t
∂x
y a constante (ecuaci&oacute;n de onda).
∞
 nπ x 
 nπ ax 
y ( x, t ) = ∑ bn sen 
 cos 

 l 
 l 
n =1
Dos respuestas fueron obtenidas para el mismo problema y, con ello, aparece una contradicci&oacute;n insoluble:
Una funci&oacute;n f(x) definida en el intervalo (0, l) podr&iacute;a
ser expresada como la serie:
f ( x ) y=
=
( x, 0 )
∞
 nπ x 

l 
∑ b sen 
n =1
n
Tanto Euler como D’Alambert indicaban que eso era
absurdo, puesto que implicar&iacute;a que cualquier funci&oacute;n
arbitraria tendr&iacute;a que ser impar y peri&oacute;dica. As&iacute; pues, la
discusi&oacute;n entre matem&aacute;ticos se focalizaba sobre el concepto de funci&oacute;n y a la conexi&oacute;n entre dependencia funcional y la posibilidad de expresar esta dependencia por
medio de una f&oacute;rmula. Como consecuencia, se estaba
obligado a extender la definici&oacute;n de funci&oacute;n hac&iacute;a las
funciones definidas por partes. Exist&iacute;an funciones (el valor absoluto) que se pod&iacute;an expresar tanto como f&oacute;rmula y como una funci&oacute;n por partes.
La funci&oacute;n se mantiene como una noci&oacute;n mucho m&aacute;s
abstracta y universal que la idea inicial de Euler, desapareciendo la denominaci&oacute;n “expresi&oacute;n anal&iacute;tica”.
Sin embargo, si algunas cantidades dependen de
otras, de tal modo que, si las &uacute;ltimas se cambian,
las primeras tambi&eacute;n sufren cambios, entonces,
las primeras cantidades son llamadas funciones
de &eacute;stas &uacute;ltimas. Esta es una noci&oacute;n muy amplia
y comprende en s&iacute; misma a todos los modos a
trav&eacute;s de los cuales, una cantidad puede ser determinada por otras. Por lo tanto, si x denota una
cantidad variable, entonces, todas las cantidades
que dependen de x, en cualquier forma que sea o
que son determinadas por ella, son llamadas sus
funciones [23, p. 72].
Esta noci&oacute;n de funci&oacute;n permaneci&oacute; pr&aacute;cticamente
sin cambio hasta 1797, pues aparece la definici&oacute;n de
funci&oacute;n dada por Lagrange. Sin embargo, hasta los inicios de 1800 no hay muchos cambios. Es Fourier y su
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trabajo sobre las series trigonom&eacute;tricas quien encontr&oacute;
relaciones m&aacute;s generales entre las variables. El trabajo
sobre la conducci&oacute;n de calor, Analytic Theory of Heat
publicado en 1822, hace evolucionar el concepto de funci&oacute;n. Para Fourier en la definici&oacute;n de funci&oacute;n lo principal era la asignaci&oacute;n de valores de la funci&oacute;n, sin importar si hab&iacute;a una o varias f&oacute;rmulas.
Las imprecisiones alrededor de los conceptos de funci&oacute;n y de continuidad inquietaban a la comunidad cient&iacute;fica en el siglo XIX. Destacamos dos definiciones de la
&eacute;poca.
Perm&iacute;tasenos suponer que si z es cantidad variable
la cual puede asumir, gradualmente, todos los posibles valores reales entonces, si a cada uno de
estos valores le corresponde un &uacute;nico valor de la
cantidad indeterminada w, w es llamada funci&oacute;n
de z [23, p.74].
Como se puede ver, esta definici&oacute;n no establece l&iacute;mites en la relaci&oacute;n entre las variables que definen a la
funci&oacute;n no eliminaba la imprecisi&oacute;n del concepto.
La otra definici&oacute;n es de G. L. Dirichlet, quien presenta por primera vez el concepto moderno de una funci&oacute;n
y = f (x) en un intervalo a &lt; x &lt; b:
y es una funci&oacute;n de una variable x, definida en
el intervalo a &lt; x &lt; b, si a todo valor de la
variable x en este intervalo le corresponde un
valor definido de la variable y. Adem&aacute;s, es
irrelevante en qu&eacute; forma se establezca esta correspondencia [22, p. 291].
En esta definici&oacute;n no se referencia dar la funci&oacute;n por
medio de una sola f&oacute;rmula. Ni siquiera era necesario dar
f&oacute;rmula alguna, puesto que era irrelevante en qu&eacute; forma
de establecer la correspondencia. Sin duda esto caus&oacute;
m&aacute;s controversia a&uacute;n. Conviene recordar que en esa
&eacute;poca, si bien se admit&iacute;a la naturaleza arbitraria de una
funci&oacute;n, hasta ese momento (incluido Cauchy) las funciones se consideraban expl&iacute;cita o impl&iacute;citamente como
producto de expresiones anal&iacute;ticas o expresiones que
se pueden representar gr&aacute;ficamente como curvas. Sin
duda, continuas, diferenciables y de dominio los n&uacute;meros reales.
La c&eacute;lebre funci&oacute;n de Dirichlet ech&oacute; por tierra esa
concepci&oacute;n:
f(x)=
{
1, si x es racional
0, si x es irracional
Me he alejado, como de cierta llaga lamentable,
con miedo y horror de funciones continuas y derivables en ning&uacute;n punto [24, p. 65].
Un malestar en la comprensi&oacute;n y el uso del concepto
de funci&oacute;n se manifiesta en la frase:
Un texto define funci&oacute;n de manera Euleriana; el
otro que y debe cambiar con x de acuerdo con una
regla, sin explicar este misterioso concepto; el tercero la define como Dirichlet; el cuarto no la define en absoluto; pero todos deducen de ellas, conclusiones que no est&aacute;n contenidas en ellas [22, p.
293].
Para que el concepto de funci&oacute;n evolucionara fue
necesaria la evoluci&oacute;n de otros conceptos como los de
variable, n&uacute;mero real, conjunto... La teor&iacute;a de conjuntos
de Cantor se infiltraba gradualmente en las matem&aacute;ticas
y, sin embargo, fue cuestionada y base de discusi&oacute;n. Dicha evoluci&oacute;n se apoy&oacute; en el surgimiento del &aacute;lgebra
simb&oacute;lica, de la geometr&iacute;a anal&iacute;tica, del c&aacute;lculo diferencial e integral, etc. Hasta 1900 predomin&oacute; la idea de que
una funci&oacute;n deber&iacute;a ser una expresi&oacute;n anal&iacute;tica. G. Boole defin&iacute;a funci&oacute;n (1854) como:
Cualquier expresi&oacute;n algebraica envolviendo al s&iacute;mbolo x es llamada una funci&oacute;n de x, y puede ser
representada bajo la forma abreviada en general
como f(x) [23, p. 75].
Adem&aacute;s, prevalec&iacute;a la no aceptaci&oacute;n de las funciones
discontinuas y funciones no-derivables como objetos
matem&aacute;ticos.
Trabajos como los de Borel, trabajos en teor&iacute;a de funciones, estaban encaminados a definir con precisi&oacute;n los
objetos matem&aacute;ticos. Borel dec&iacute;a que:
Cualquier definici&oacute;n en matem&aacute;ticas deber&iacute;a satisfacer la condici&oacute;n de que si dos matem&aacute;ticos estuvieran hablando sobre un objeto matem&aacute;tico, deber&iacute;amos estar seguros de que ellos se refieren al
mismo objeto [23, p. 67].
Lebesgue desarrolla en su teor&iacute;a de la medida y demuestra que existen funciones no representables anal&iacute;ticamente haciendo uso del axioma de Zermelo, de la
teor&iacute;a de cardinales y de algunos teoremas de Cantor:
Una funci&oacute;n es anal&iacute;ticamente representable o expresable cuando uno puede construirla, siguiendo
una ley sobre algunos funcionamientos, esta ley de
construcci&oacute;n constituye una expresi&oacute;n anal&iacute;tica
[24, p. 72].
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Para Borel los m&eacute;todos no constructivos, como el de
Lebesgue, no eran v&aacute;lidos en la Matem&aacute;tica.
Gran parte del debate fue sobre teor&iacute;a de funciones. El punto cr&iacute;tico viene a ser cuando una definici&oacute;n de un objeto matem&aacute;tico (digamos un n&uacute;mero o una funci&oacute;n) dado, legitima la existencia
de tal objeto [22, p. 296].
Muchos matem&aacute;ticos dieron nuevos impulsos al continuo desarrollo hist&oacute;rico del concepto de funci&oacute;n en un
periodo muy fecundo entre finales del siglo XIX y principios del XX.
Para Carath&eacute;odory (1917) una funci&oacute;n es una correspondencia de un conjunto con el conjunto de los n&uacute;meros reales [24, p. 82]. Bourbaki (1939) presenta la funci&oacute;n como una regla de correspondencia entre el dominio
y el rango, donde ambos conjuntos son arbitrarios.
Sean E y F dos conjuntos, los cuales pueden ser o
no distintos. A la relaci&oacute;n entre una variable elemento x de E y una variable elemento y de F se
le llama una relaci&oacute;n funcional en y si, para todo
x∈
є E, existe un &uacute;nico y ∈ F el cual est&aacute; en la relaci&oacute;n dada con x.
Damos el nombre de funci&oacute;n a la operaci&oacute;n
con la cual se asocia cada elemento x ∈ E con
el elemento y ∈ F el cual est&aacute; en la relaci&oacute;n
dada con x; y se dice ser el valor de la funci&oacute;n
para el elemento x, y la funci&oacute;n se dice ser
determinada por la relaci&oacute;n funcional dada.
Dos relaciones funcionales equivalentes determinan la misma funci&oacute;n [23, p. 77].
Tambi&eacute;n Bourbaki defini&oacute; a la funci&oacute;n como un cierto subconjunto del producto cartesiano de E por F, es
decir, la definici&oacute;n de una funci&oacute;n como un conjunto de
pares ordenados [22, p. 299]. El concepto de funci&oacute;n
matem&aacute;tica se identifica, como correspondencia, al concepto de aplicaci&oacute;n (mapeo) y con el de transformaci&oacute;n
[25].
Debido a todo lo mencionado hasta este p&aacute;rrafo, la
definici&oacute;n actual de funci&oacute;n es la de un objeto sofisticado, consecuencia de numerosas generalizaciones realizadas a trav&eacute;s de una evoluci&oacute;n de m&aacute;s de 2000 a&ntilde;os. Pero
a&uacute;n se considera un concepto en continua evoluci&oacute;n. Se
ha estudiado remplazar la teor&iacute;a de conjuntos con la
teor&iacute;a de categor&iacute;as como base fundamental de la Matem&aacute;ticas, y con ello el concepto de funci&oacute;n juega un rol
importante.
La teor&iacute;a de categor&iacute;as describe una funci&oacute;n como
una asociaci&oacute;n de un objeto A con otro objeto B.
Los objetos A y B no necesitan tener elementos (no
necesitan ser conjuntos). Una categor&iacute;a puede definirse como consistente de funciones (aplicaciones), que son tomados como conceptos indefinidos
(primitivos) que satisfacen ciertas relaciones o
axiomas [22, p. 299].
Nos sorprende lo adecuado de la siguiente frase de N.
Maquiavelo al afrontar la evoluci&oacute;n del concepto de
funci&oacute;n.
En todas las cosas humanas, cuando se examinan
de cerca, se demuestra que no pueden eliminarse
los obst&aacute;culos sin que surjan otros.
DIFICULTADES DEL ESTUDIANTE PARA COMPRENDER EL CONCEPTO DE FUNCI&Oacute;N
Una buena parte de las dificultades que experimentan
los estudiantes se debe a que el profesor, al explicar,
visualiza el concepto de funci&oacute;n de alguna forma, mientras que el estudiante, al aprender, no lo visualiza o lo
visualiza de otra forma. Por ello, al estudiante le resulta
dif&iacute;cil reconocer que intentan hablar del mismo concepto.
Ahora bien, &iquest;qu&eacute; se entiende por visualizar? Algunos
profesores entienden que el proceso de visualizaci&oacute;n
matem&aacute;tica consiste en crear una representaci&oacute;n visible
de algo. Bien pudiera ser de un concepto, de una idea, de
un conjunto de datos o de otro tipo de objeto. Esto es la
denominada visualizaci&oacute;n cient&iacute;fica, con la cual se pueden ver, sin invadir, las estructuras corporales de un paciente o representar im&aacute;genes tridimensionales y en color de planetas y sat&eacute;lites del sistema solar.
La visualizaci&oacute;n matem&aacute;tica no es la visualizaci&oacute;n
cient&iacute;fica, baste decir que visualizar en Matem&aacute;tica tiene
m&uacute;ltiples interpretaciones en la literatura de Educaci&oacute;n
Matem&aacute;tica, v&eacute;ase las citas en la Ref. 10. “Visualizar” es:
Ver con la vista (Zimmermann, 1991; Davis,
1993).
Entrever a trav&eacute;s de los diagramas (D&ouml;rfler, 2004;
Arcavi, 2005). V&eacute;ase D&ouml;rfler y su Pensamiento
Diagram&aacute;tico.
Comunicar de un vistazo; vislumbrar demostraciones sin palabras (Arcavi, 2003; Alsina, 2006).
Conectar representaciones y lenguajes. V&eacute;ase
Hillel y sus Modos de descripci&oacute;n y lenguajes.
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Intuir (Fischbein, 1987) y pensar geom&eacute;tricamente (Gueudet, 2002, Intuici&oacute;n geom&eacute;trica).
[7] Adams, R.A.: C&aacute;lculo. Ed. Addison Wesley (6&ordf; ed.),
Madrid, 2009.
Visibilizar: Concretar con ejemplos (Bill, 2006;
Presmeg, 1997) y transportar conocimientos a
trav&eacute;s de met&aacute;foras (Presmeg, 2008; Steinbiring,
2005).
[8] Stewart, J.: C&aacute;lculo de una variable. International
Thomson Editores (4&ordf; ed.), M&eacute;xico, 2001.
Imaginar en la mente (Presmeg, 2006), construir
un concepto imagen rico (Tall y Vinner 1981).
[10]Delgado Pineda, M.: Registros para una funci&oacute;n real
cualquiera de variable real. El C&aacute;lculo y su Ense&ntilde;anza. Vol. 6. Cinvestav-IPN, M&eacute;xico, 2015.
Pensar geom&eacute;tricamente (Zimmermann, 1991;
Davis, 1993; Guzman, 1996) y una herramienta
para resolver problemas. V&eacute;ase Sierpinska y sus
Modos de Pensamiento.
Aprender a conectar marcos y puntos de vista,
y construir una imagen mental rica. V&eacute;anse
Marcos y puntos de vista en Alves Dias.
Aprender y conectar representaciones (Duval,
2006; Hitt, 2002).
Como puede apreciar el lector, si el concepto de funci&oacute;n llev&oacute; varios siglos, no pretender&aacute; que en este art&iacute;culo le definamos lo que entendemos por visualizar en
Matem&aacute;ticas el concepto de funci&oacute;n. &iexcl;Es imposible hacerlo ahora! Esto requiere un nuevo art&iacute;culo y lo dejaremos para el pr&oacute;ximo n&uacute;mero de la revista.
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